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ΘΕΜΑ Α  

 
Α1. Σχολικό σελίδα 133 

Α2. Σχολικό σελίδα 52 

Α3. Σχολικό σελίδα 185 

Α4. α)Λάθος    β)Σωστό   γ)Σωστό   δ)Σωστό  ε)Λάθος 

 

ΘΕΜΑ Β  
 

𝑓: (2,+∞) → ℝ   𝑓(𝑥) = 2 ln(𝑥 − 1) 

𝑔: [2,+∞) → ℝ    𝑔(𝑥) = √𝑥 − 2 + 1 
 
Β1.  

𝐴ℎ = 𝐴𝑓∘𝑔 == {𝑥 ∈ [2,+∞)/ √𝑥 − 2 + 1 ∈ (1,+∞)} 

Θα πρέπει  √𝑥 − 2 + 1 > 1 ⇔ √𝑥 − 2 > 0 , που ισχύει για κάθε 𝑥 > 2   

άρα Αℎ = (2,+∞) με τύπο  

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) = 2 ln(√𝑥 − 2 + 1 − 1) = 2 ln(√𝑥 − 2) = ln√𝑥 − 2  2

= ln(𝑥 − 2) ,  𝑥 > 2 

 

 

Β2.  

Η ℎ συνεχής στο (2,+∞) και παραγωγίσιμη με ℎ′(𝑥) =
1

𝑥−2
> 0 για x > 2 

άρα η ℎ ↗ στο (2,+∞) δηλ. και ‘1-1’ άρα αντιστρέφεται 

 𝑦 = ℎ(𝑥) ⇔ 𝑦 = ln(𝑥 − 2) ⇔ 𝑒𝑦 = 𝑥 − 2 ⇔ 𝑥 = 𝑒𝑦 + 2 

Άρα 𝑥 > 2 ⇔ 𝑒𝑦 + 2 > 2 ⇔ 𝑒𝑦 > 0 ισχύει πάντα 

άρα ℎ−1(𝑥) = 𝑒𝑥 + 2, 𝑥 ∈ ℝ 
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Β3.  

lim
𝑥⟶2

ℎ(𝑥)
𝑓(𝑥)

𝑥 − 2
= lim

𝑥⟶2
ln(𝑥 − 2)

2 ln(𝑥 − 1)

𝑥 − 2
(∗) 

lim
𝑥⟶2

ln⁡(𝑥 − 2)
𝑢 = 𝑥 − 2

= lim
𝑢⟶0

𝑙𝑛𝑢 = −∞ 

lim
𝑥⟶2

2ln⁡(𝑥 − 1)

𝑥 − 2

0

0
=

𝐷𝐻𝐿

lim
𝑥⟶2

2
𝑥 − 1
1

= lim
𝑥⟶2

2

𝑥 − 1
=
2

1
= 2 

Άρα το όριο υπάρχει και είναι 𝐿 = (−∞) ∙ 2 = −∞ 

 

ΘΕΜΑ Γ  

Γ1.  

Αφού η 𝑦 = 𝑥  εφάπτεται στη 𝐶𝑓  στο (0,0) σημαίνει 𝑓(0) = 0 και 𝑓΄(0) =

𝜆 = 1 

Επίσης αφού η έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο +∞  θα πρέπει 

 lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑙 ∈ ℝ 

Aν 𝜅 ≠ 0  τότε lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→∞

 
𝜅𝑥3

𝑥2
= 𝜅 lim

𝑥→+∞
𝑥 

• Αν 𝜅 > 0 : lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞, άτοπο 

• Αν 𝜅 < 0 : lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = −∞ ,άτοπο  

άρα 𝜅 = 0  

Τότε 𝑓(𝑥) =
𝜇𝑥

𝑥2+1
 με 𝑓΄(𝑥) =

𝜇(𝑥2+1)−𝜇𝑥2𝑥

(𝑥2+1)2
=  

𝜇𝑥2+𝜇−2𝜇𝑥2

(𝑥2+1)2
=  

−𝜇𝑥2+𝜇

(𝑥2+1)2
  

με 𝑓΄(0) = 𝜇 άρα 𝜇 = 1  

 

Γ2. 

f(x) =
x

x2+1
 Af = ℝ  

Η 𝑓 συνεχής και παραγωγίσιμη στο ℝ 
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i) 𝑓′(𝑥) =
𝑥2+1−2𝑥∙𝑥

(𝑥2+1)2
=

𝑥2+1−2𝑥2

(𝑥2+1)2
=

−𝑥2+1

(𝑥2+1)2
 

 

𝑓′(𝑥) = 0 ⇒ −𝑥2 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 = ±1 

Το (𝑥2 + 1)2 > 0 άρα 

 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒ −𝑥2 + 1 > 0 ⇔ 𝑥2 < 1 ⇔ |𝑥| < 1 ⇔ −1 < 𝑥 < 1 

και 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒ −𝑥2 + 1 < 0 ⇒ 𝑥 > 1⁡ή⁡𝑥 < −1 

Ακολουθεί το πινακάκι μονοτονίας 

 

 

 

𝑥 −∞⁡⁡      −1                        1                +∞ 

𝑓′ − + − 

𝑓 ↘ ↗ ↘ 

 

Άρα 𝑓 ↘ στο (−∞,−1] και στο [1, +∞) 

𝑓 ↗ στο [−1,1] 

Με τοπικό ελάχιστο στο −1 το 𝑓(−1) =
−1

2
 και τοπικό μέγιστο στο 1 το 

𝑓(1) =
1

2
 

 

 

 

ii)  Σύμφωνα με τον πίνακα μονοτονίας : 

Έστω Α1 = (−∞,−1]  , 𝑓 ↘  εκεί , άρα  𝑓(Α1) = [𝑓(−1), lim
𝑥→−∞

)  , όπου 

𝑓(−1) = −
1

2
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και lim
𝑥→−∞

 
𝑥

𝑥2+1
= lim

𝑥→−∞
 
𝑥

𝑥2
  = lim

𝑥→−∞
 
1

𝑥
= 0  άρα 𝑓(Α1) = [−

1

2
, 0) 

 

Α2 = [−1,1]  , 𝑓 ↗  , άρα 𝑓(Α2) = [𝑓(−1), 𝑓(1)] = [−
1

2
,
1

2
] και  

Α3 = [1,+∞)  , 𝑓 ↘  , άρα 𝑓(𝐴3) = ( lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥), 𝑓(1)]   όμως lim
𝑥→+∞

 
𝑥

𝑥2+1
=

lim
𝑥→+∞

 
𝑥

𝑥2
= 0 

άρα 𝑓(𝐴3) = (0,
1

2
]  

Άρα 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐴1) ∪ 𝑓(𝐴2) ∪ 𝑓(𝐴3) = [−
1

2
,
1

2
] 

Επίσης : 
1

2
+ 𝛼2 ≥

1

2
 για κάθε 𝛼 ∈ ℝ  

Αν 𝛼 ≠ 0  το 
1

2
+ 𝑎2 ∉ 𝑓(𝐴) δηλαδή η 𝑓(𝑥) =

1

2
+ 𝑎2 αδύνατη 

Αν 𝛼 = 0  τότε 𝑓(𝑥) =
1

2 
 αληθεύει μόνο για 𝑥 = 1 , άρα η εξίσωση έχει  

1 λύση  

 

Γ3.  

i) 

Για 𝜈 ∈ ℕ ορίζω 

𝐼𝜈 = ∫
𝑥2𝜈+1

𝑥2 + 1
𝑑𝑥

1

0

 

Ν.δ.ο⁡𝛪𝜈 + 𝛪𝜈+1 =
1

2𝜈+2
 

Έχω:⁡∫
𝑥2𝜈+1

𝑥2+1
𝑑𝑥

1

0
+ ∫

𝑥2(𝜈+1)+1

𝑥2+1
𝑑𝑥

1

0
= ∫

𝑥2𝜈+1

𝑥2+1
𝑑𝑥

1

0
+ ∫

𝑥2𝜈+3

𝑥2+1
𝑑𝑥

1

0
= ∫

𝑥2𝜈+1+𝑥2𝜈+3

𝑥2+1
𝑑𝑥

1

0
=

∫
𝑥2𝜈+1(1+𝑥2)

𝑥2+1
𝑑𝑥

1

0
= ∫ 𝑥2𝜈+1𝑑𝑥

1

0
= [

𝑥2𝜈+1

2𝜈+1+1
]
1

0
= [

𝑥2𝜈+1

2𝜈+2
]
1

0
= 

12𝜈+2

2𝜈 + 2
− 0 =

1

2𝜈 + 2
 

ii) 
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𝐼𝑜 = ∫
𝑥

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 =

1

2
∫

2𝑥

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 =

1

0

1

0

1

2
∫

1

𝑢
𝑑𝑢

1

0

=
1

2
[𝑙𝑛|𝑢|]

2

1

=
1

2
𝑙𝑛2 

 

𝑢 = 𝑥2 + 1 ⟶ 𝑑𝑢 = 2𝑥𝑑𝑥 

Για 𝑥 = 0 ⟶ 𝑢 = 1 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑥 = 1 ⟶ 𝑢 = 2 

𝐼𝑜 + 𝐼1 =
1

2
⇒ 𝐼1 =

1

2
−
1

2
𝑙𝑛2 

𝐼1 + 𝐼2 =
1

4
⇔ 𝐼2 =

1

4
− 𝐼1 =

1

4
−
1

2
+ 𝑙𝑛2 = −

1

4
+
1

2
𝑙𝑛2 

 

ΘΕΜΑ Δ  

Δ1.  

παραγωγίσιμη με συνέχη  𝑔′ , 

  και 𝑔′ (𝑥) ≠ −1 

 

Θεωρώ ℎ(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝑥 ,  𝑥𝜖ℝ 

•η ℎ(𝑥) συνεχής στο [-1,0]  

•ℎ(−1) = 𝑔(−1) − 1 <0 

αφού 0 < 𝑔(−1) < 1 ⟺  𝑔(−1) − 1 < 0 

 

Άρα ℎ(−1)ℎ(0) < 0 

Και από το θεώρημα Bolzano υπάρχει 𝑥1𝜖(−1,0) τέτοιο ώστε ℎ(𝑥1) = 0 

δηλαδή 𝑔(𝑥1) + 𝑥1 = 0 

Η ℎ  είναι παραγωγίσιμη με ℎ′(𝑥) = 𝑔′(𝑥) + 1 ≠ 0  

Όμως η ℎ′ συνεχής (αφού 𝑔′ συνεχής ) άρα η ℎ′ διατηρεί πρόσημο . 

Αν ℎ′(𝑥) > 0 τότε η ℎ ↗  άρα το 𝑥1 είναι μονάδικό  

Αν ℎ′(𝑥) < 0 τότε η ℎ ↘   άρα το 𝑥1 είναι μονάδικό  

Δηλαδή σε κάθε περίπτωση υπάρχει μοναδικό 𝑥1𝜖(−1,0)  τέτοιο ώστε 

𝑔(𝑥1) + 𝑥1 = 0 
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(Κάνοντας Θ.Μ.Τ για την ℎ  στο [-1,0] μπορώ να δείξω ότι ℎ′(𝑥) > 0 δηλαδή 

η ℎ ↗  που θα μας φανεί χρήσιμο για παρακάτω ερώτημα) 

 

Δ2. 

Έστω 𝑓(𝑥) = {
𝑥2(𝑔(𝑥) + 𝑥)  ,   𝑥𝜖(−∞, 0)

2𝜂𝜇𝑥 +  𝜀𝜑𝑥 − 𝑘𝑥  ,   𝑥𝜖 [0,
𝜋

2
)
 

 

Η  παραγωγίσιμη άρα 

• lim
𝑥→0−

(
𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
) = 0  

• lim
𝑥→0+

(
𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
) = lim

𝑥→0+
(2

𝜂𝜇𝑥

𝑥
+

𝜀𝜑𝑥

𝑥
−

𝑘𝑥

𝑥
) = 2 ⋅ 1 + 1 − 𝑘 = 3 − 𝑘 . 

lim
𝑥→0+

(
𝜀𝜑𝑥

𝑥
) = lim

𝑥→0+
(

𝜂𝜇𝑥

𝜎𝜐𝜈𝑥

𝑥
) = lim

𝑥→0+
(

𝜂𝜇𝑥

𝑥⋅𝜎𝜐𝜈𝑥
) = 1 ⋅ 1 = 1   

Άρα 3 − 𝑘 = 0 ⟺  𝑘 = 3  

 

 

Δ3. 

Η 𝑓  συνεχής στο [0,
𝜋

2
]  και παραγωγίσιμη στο (0,

𝜋

2
)  με 

𝑓′(𝑥) = 2𝜎𝜐𝜈𝑥 +
1

𝜎𝜐𝜈2𝑥
− 3 =

2𝜎𝜐𝜈3𝑥 − 3𝜎𝜐𝜈2𝑥 + 1

𝜎𝜐𝜈2𝑥
 

 

𝑓′(𝑥) = 0 ⇔ 2𝜎𝜐𝜈3𝑥 − 3𝜎𝜐𝜈2𝑥 + 1 = 0 θέτουμε 𝜔 = 𝜎𝜐𝜈𝑥 άρα  

2𝜔3 − 3𝜔2 + 1 = 0 

Αφού ω = συνx ∈ (0,1) για  𝑥 ∈ (0,
𝜋

2
) έχω ότι 𝑓′(𝑥) > 0 άρα η 𝑓 ↗⁡στο [0,

𝜋

2
] 

και έχει ολικό ελάχιστο για 𝑥 = 0 άρα 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(0) δηλαδή  𝑓(𝑥) ≥ 0 

Η  𝑓 ↗⁡στο [0,
𝜋

2
] = 𝛥 άρα  

𝑓(𝛥) = [𝑓(0), lim
𝑥⟶

𝜋

2

−𝑓(𝑥)) = [0, +∞) 
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αφού lim
𝑥⟶

𝜋

2

−𝜀𝜑𝑥 = +∞ 

άρα το 
π

3
∈ f(Δ) δηλ. υπάρχει 𝑥2 ∈ (0,

𝜋

2
) τ.ω. 𝑓(𝑥2) =

𝜋

3
⇔ 3𝑓(𝑥2) = 𝜋 και η 

𝑓 ↗⁡ άρα 𝑥2 μοναδικό 

 

Δ4. 

i) Από το Δ1 γνωρίζουμε ότι 𝑥1 ∈ (−1,0) τ.ω. 𝑔(𝑥1) + 𝑥1 = 0 

𝑥 > 𝑥1 ⇒ ℎ(𝑥) > ℎ(𝑥1) ⇒ ℎ(𝑥) > 0 άρα 𝑔(𝑥) + 𝑥 > 0 

 και 𝑥2 ≥ 0 𝑥 ∈ [𝑥1, 0] 

𝑥2(𝑔(𝑥) + 𝑥) ≥ 0, 𝑥 ∈ [𝑥1, 0] δηλαδή 𝑓(𝑥) ≥ 0 

 

ii)  

Επειδή 𝑓(𝑥) ≥ 0 για 𝑥 ∈ [𝑥1,  
𝜋

3
] άρα γνωρίζω ότι: 

 ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
0

𝑥1
= ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

𝜋

3
0

 (1) 

Όμως: 

∫ 𝑥3𝑔
0

𝑥1

΄(𝑥)𝑑𝑥 =  [𝑥3𝑔(𝑥)]𝑥1
0 −∫ 3𝑥2𝑔(𝑥)𝑑𝑥

0

𝑥1

= 

−𝑥1
3𝑔(𝑥1) − 3∫ 𝑥2𝑔(𝑥)𝑑𝑥

0

𝑥1
  (2) 

∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
0

𝑥1

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
0

𝑥1

= ∫ 𝑥2𝑔(𝑥)𝑑𝑥
0

𝑥1

+∫ 𝑥3𝑑𝑥
0

𝑥1

= ∫ 𝑥2𝑔(𝑥)𝑑𝑥
0

𝑥1

+ [
𝑥4

4
]
𝑥1

0

 

= ∫ 𝑥2𝑔(𝑥)𝑑𝑥
0

𝑥1
+

𝑥1
4

4
  (3) 

∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝜋

3
0

= ∫ (2𝜂𝜇𝑥 + 𝜀𝜑𝑥 − 3𝑥)𝑑𝑥
𝜋

3
0

= 2∫ 𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥
𝜋

3
0

+ ∫ 𝜀𝜑𝑥𝑑𝑥
𝜋

3
0

−

3∫ 𝑥𝑑𝑥
𝜋

3
0

=2[−𝜎𝜐𝜈𝑥]0

𝜋

3 + ∫
𝜂𝜇𝑥

𝜎𝜐𝜈𝑥
𝑑𝑥

𝜋

3
0

− 3 [
𝑥2

𝑥
]
0

𝜋

3
= 2 (−𝜎𝜐𝜈 

𝜋

3
+ 𝜎𝜐𝜈0) −

∫
−𝜂𝜇𝑥

𝜎𝜐𝜈𝑥
𝑑𝑥

𝜋

3
0

−
3

2
⋅  

𝜋2

9
= −1 + 2 − [ln|𝜎𝜐𝜈𝑥|]0

𝜋

3 −
1

3
⋅  

𝜋2

2
=  1 + ln 2 −

1

3
⋅  

𝜋2

2
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Από την (1) έχω: 

∫ 𝑥2𝑔(𝑥) −
𝑥1

4

4
= 1 + 𝑙𝑛2 −

1

3

𝜋2

2

0

1

 

∫ 𝑥2𝑔(𝑥) =
𝑥1

4

4
+ 1 + 𝑙𝑛2 −

1

3

𝜋2

2

0

1

 

Αντικαθιστώ στην (2) κι έχω 

∫ 𝑥3𝑔′(𝑥)𝑑𝑥 = −𝑥1
3𝑔(𝑥1)

0

1

−
3𝑥1

4

4
− 3 − 3𝑙𝑛2 +

𝜋2

2

= −𝑥1
3(−𝑥1) −

3𝑥1
4

4
+
𝜋2

2
− 3𝑙𝑛2 − 3

=
𝑥1

4

4
+
𝜋2

2
− 3𝑙𝑛2 − 3 

 

 

 

 

 

 

 


